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Lezione 25: Massimi e minimi e convessita`
Esercizi svolti
1. Trovare i punti della retta y = x tali che la somma dei quadrati delle sue distanze dai punti (−a, 0), (a, 0) e (0, b) sia
minima
2. Ripartire il numero 8 in due addendi positivi in modo che la somma dei loro cubi sia minima.
3. Si vogliono ritagliare quattro quadrati uguali dai lati di un foglio di carta quadrato di lato 2` vedi figura
in modo che la scatola ottenuta piegando il foglio abbia volume massimo.
4. Per quali valori di a ∈ R la funzione f(x) = ln(1 + x2)− a
2
x2 e` convessa in R?
Soluzione
1. I punti della retta sono del tipo P (x, x) la somma dei quadrati delle tre distanze e`:
f(x) = [(x+ a)2 + x2] + [(x− a)2 + x2] + [x2 + (x− b)2]
x
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Si ha
f ′(x) = 6x+ 2(−a+ x) + 2(a+ x) + 2(−b+ x)
1
e quindi
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = b
6
.
E` un minimo perche´ f ′′(x) = 12. La distanza minima si ha in P (b/6, b/6).
2. Sia 0 < x < 8 il primo addendo, quindi 8 = x+ (8− x) allora si minimizza, se 0 < x < 8
f(x) = x3 + (8− x)3
Si ha:
f ′(x) = 3x2 − 3(8− x)2
dunque f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 4. E` un minimo perche` f ′′(x) = 6(8− x) + 6x = 48
3. Diciamo 0 < x < ` il lato del quadrato ritagliato. La scatola ottenuta piegando lungo le linee tratteggiate avra` allora
dimensioni x, 2`− 2x, 2`− 2x e, conseguentemente il suo volume sara`, per 0 < x < `, dato da:
f(x) = 4x (`− x)2
Allora:
f ′(x) = 4
(
3x2 − 4` x+ `2) = 4(x− `)(3x− `),
quindi ne deduciamo che xM =
`
3
e` il punto massimante cercato in quanto f ′′(xM ) = −8`.
4. Si ha:
f ′(x) =
2x
x2 + 1
− ax, f ′′(x) = −a− 2
(
x2 − 1)
(1 + x2)2
.
Dunque la funzione assegnata sara` convessa scegliendo a in modo che sia:
2
(
1− x2)
(1 + x2)2
≥ a.
Allora a va scelto ≤ del minimo assoluto (se esiste) della funzione:
g(x) =
2
(
1− x2)
(1 + x2)2
.
Si ha:
g′(x) =
4
(
x3 − 3x)
(x2 + 1)3
≥ 0 ⇐⇒ −
√
3 ≤ x ≤ 0 ∨
√
3 ≤ x
ne viene, che (completare il ragionamento) il minimo assoluto e` raggiunto in x = ±√3 ed il suo valore e` −1
4
. Quindi
se a ≤ −1
4
la funzione e` convessa.
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Figura 1: g(x)
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Figura 2: a = −1 funzione convessa
x
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Figura 3: a = 1 funzione non convessa
Esercizi proposti
1. Trovare i punti della retta y = x+2 tale per cu la somma dei quadrati delle sue distanze dalle due rette 3x−4y+8 = 0
e 3x− y − 1 = 0 sia minima
2. Sono dati due punti A(1, 4) e B(3, 0) sull’ellisse di equazione 2x2 + y2 = 18. Trovare il terzo punto C(x0, y0) sull’ellisse
in modo che l’area del triangolo ABC sia o massima o minima
3. Ripartire il numero 36 in due fattori tali che la somma dei loro quadrati sia minima
4. Per quale valore di a la funzione f(x) = a sinx +
1
3
sin 3x ha un estremo in x =
pi
3
? Si tratta di un massimo o di un
minimo?
5. Trovare i lati del rettangolo di area massima inscritto nell’ellisse di equazione
x2
a2
+
y2
b2
= 1
6. Dire se esistono valori del parametro reale a ∈ R per cui la funzione f(x) = (2 a+ (a− 2) x+ x2) e−x e` sia strettamente
convessa che strettamente decrescente.
7. Dire per quali valori di a ∈ R la funzione f(x) = x3 − ax2 + x− 2a e` strettamante crescente. Studiare poi, sempre in
dipendenza dal parametro a ∈ R, il numero delle radici dell’equazione f(x) = 0
8. Determinare il valore del parametro a ∈ R in modo che la funzione f(x) = x2 + a
x
abbia un flesso in x = 1
9. Determinare i valori di a, b, c ∈ R per cui la funzione f(x) = x3 + ax2 + bx+ c abbia un punto stazionario in (1; 5) e
un flesso in (2; 3)
10. Determinare gli intervalli di convessita` della funzione f(x) = 2x6 + 9x5 + 10x4 − 13x− 5
11. Grafico della seguenti funzioni nel loro dominio naturale
3
(a) f(x) =
√
x3 − 3x+ 1
(b) f(x) = x− 3√x3 − 1
(c) f(x) = ln
∣∣∣∣ lnxx
∣∣∣∣
(d) f(x) = 3
√
|x|2 (x− 1)4
(e) f(x) = 5
√
x (x2 − 1)2
(f) f(x) = 2
√
x+ 1− x
(g) f(x) = 2− 1
x
− lnx
(h) f(x) =
6
5
x+ ln
∣∣∣∣x− 3x+ 3
∣∣∣∣
(i) f(x) = −x3 + 3x2 + x+ 4
(j) f(x) = −2x3 − 3x2 + 3x+ 7
(k) f(x) = x3 − 4x+ 16
(l) f(x) = ln
√
1 + x2+7 arctanx−x
12. Studiare in dipendenza da a ∈ R, il numero delle radici delle equazioni
(a) x3 − 4a (x− 1)2 = 0
(b) x4 +
4
3
ax3 − 4a2x2 + 16 = 0
(c)
2
3
x3 +
1
2
x2 − 3x+ 1 = a
(d) f(x) = x3 − 5ax2 + ax+ 3
13. Data l’equazione x2 + (a− 1)x− (a+ 3) = 0, a ∈ R e` un parametro, dopo aver dimostrato essa ha, sempre e comunque
radici reali, indipendentemente dalla scelta di a ∈ R, indicare per quale valore di a ∈ R e` minima la somma dei quadrati
delle radici
14. Sia f(x) =
x(x− 1)
1 + x2
, x ∈ [0, 1] . Dire quanti e quali sono i punti in cui f(x) verifica la tesi del Teorema di Rolle
15. Dire per quali valori di a ∈ R il dominio naturale della funzione f(x) = 1
x− lnx+ a e` ]0,∞[
4
